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Fibre´s logarithmiques sur le plan projectif
Jean Valle`s
16 juillet 2005
Re´sume´ : Nous de´crivons le sche´ma des droites de saut des fibre´s logarithmiques sur le plan
projectif (thm 3.1 de ce texte). Connu, depuis l’article [2] de Dolgachev et Kapranov pour les fibre´s
de premie`re classe de Chern paire, ce re´sultat est nouveau lorsque la premie`re classe de Chern est
impaire.
Abstract :We describe the scheme of jumping lines of logarithmic vector bundles on the projective
plane (thm 3.1 of this text). This result is already proved by Dolgachev and Kapranov in [2] when
the first Chern class is even, it is new when the first Chern class is odd.
“Ainsi les clarte´s, en s’accumulant, font figure d’enigmes, a` la manie`re d’un verre trop e´pais qui cesse d’eˆtre
transparent.”(Simone Weil)
1 Introduction
Dolgachev et Kapranov ont e´tudie´ les fibre´s logarithmiques, introduits par Deligne, dans
le cas particulier ou` la base est un espace projectif complexe Pn et le diviseur associe´ une
re´union d’hyperplans en position line´aire ge´ne´rale (voir les articles [1] et [2]) . Ils montrent
notamment que la donne´e du diviseur de´termine le fibre´ logarithmique associe´ (the´ore`me
7.2 dit de ”Torelli”, voir aussi [5] pour une preuve diffe´rente).
Sur P2 les fibre´s logarithmiques sont stables de rang deux. Selon que leur premie`re classe
de Chern est paire ou impaire, leur sche´ma de droites de saut est, en ge´ne´ral, une courbe
pour le cas pair, un sche´ma de longueur fini pour le cas impair. Dans les deux cas le degre´
de la courbe ou la longueur du sche´ma fini sont connus et donne´s en fonctions des classes
de Chern.
Puisque, d’apre`s le the´ore`me dit de ”Torelli”, le fibre´ est de´termine´ par la donne´e du
diviseur (ici une re´union de droites), ce diviseur doit aussi de´terminer le sche´ma des droites
de saut du fibre´ associe´. Le lien est clairement e´tabli dans [2] (voir thm 5.2) pour les fibre´s
de premie`re classe de Chern paire via les courbes mono¨ıdales mais il n’est pas fait pour
les fibre´s de premie`re classe de Chern impaire. Plus pre´cise´ment, bien que les droites du
diviseur soient compte´es avec multiplicite´, elles ne suffisent pas a` remplir le sche´ma de
droites de saut. Il y a d’autres droites dans le sche´ma.
On se propose dans cet article, a` partir d’un lien simple entre un fibre´ logarithmique sur
le plan projectif et le faisceau d’ide´aux du groupe de points associe´ dans le plan projectif
dual, de dire qui sont ces droites supple´mentaires (i.e nous donnons la description du
sche´ma des droites de saut des fibre´s logarithmiques de premie`re classe de Chern impaire,
the´ore`me 3.1). Ainsi, de la meˆme fac¸on que dans le cas pair une unique courbe appele´e
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courbe mono¨ıdale e´tait associe´e aux droites de de´part (le diviseur du fibre´ logarithmique),
dans le cas impair un autre ensemble fini de droites sera associe´ aux droites de de´part.
L’e´tude des fibre´s vectoriels stables via leur sche´ma des droites de saut est souvent ingrate
dans le sens ou` les justifications ge´ome´triques (pourquoi cette droite saute t-elle et pas une
autre ?) n’apparaissent pas toujours. De ce point de vue l’inte´reˆt des fibre´s logarithmiques
est que les justifications ge´ome´triques sont faciles a` mettre en e´vidence. C’est ce que nous
faisons dans la dernie`re partie en explicitant la ge´ome´trie sous-jacente du re´sultat principal
de cet article.
1.1 Notations
On note I ⊂ P2 × P2∨ la varie´te´ d’incidence points-droites de P2, p et q les projections
P
2 p← I
q
→ P2∨.
On note MP2(c1, c2) l’espace de modules des fibre´s vectoriels semi-stables sur P
2 de classes
de Chern c1 et c2. En ge´ne´ral on pre´fe`rera travailler avec les fibre´s normalise´s, c’est a` dire
dont la premie`re classe de Chern vaut 0 ou −1. On notera si ne´ce´ssaire Enorm le fibre´
normalise´ correspondant a` E .
E´tant donne´ un fibre´ stable E de rang deux on note S(E) son sche´ma des droites de saut
et Sens(E) l’ensemble de ses droites de saut.
2 Lien entre sections globales et droites de saut
Soit F un fibre´ stable de rang deux sur P2 tel que F ∈ MP2(0, 2n − ǫ) avec ǫ = 0, 1. On
rappelle qu’une droite l ∈ P2∨ est une droite de saut pour F ssi Fl = Ol(a) ⊕ Ol(b) avec
| a−b |> 1. On suppose qu’il n’existe pas de droite l telle que H0Fl(−2) 6= 0 (cas ge´ne´ral).
L’ide´e principale est alors de comparer le fibre´ F et le fibre´ q∗p
∗F . Comme pour l ge´ne´rale
Fl = Ol ⊕Ol, on a une application
F 7→ (q∗p
∗F )norm ∈MP2∨(0, n(n − 1)) si ǫ = 0
F 7→ (q∗p
∗F )norm ∈MP2∨(−1, (n − 1)
2) si ǫ = 1
De plus le fibre´ q∗p
∗F est un fibre´ de Steiner (voir par exemple [2] pour la terminologie),
plus pre´cise´ment il s’inscrit dans une suite exacte
0→ q∗p
∗F −→ H1(F (−1)) ⊗OP2∨(−1) −→ H
1(F )⊗OP2∨ → 0
On a alors une premie`re proposition (ensembliste) liant un fibre´ et son image directe.
Proposition 2.1.
Sens(q∗p
∗F ) = {x ∈ P2 | h0(F ⊗max(a)) 6= 0 pour a < [
2n− ǫ
2
]}
Preuve de la proposition 2.1. On note P2(x) l’e´clatement de P2 le long d’un point
x ∈ P2 et px et qx les morphismes apparaissant dans le diagramme d’incidence
P
2(x)
qx
−−−−→ x∨
px
y
P
2
2
On ve´rifie facilement que l’absence de bisauteuse implique qx∗p
∗
xF = (q∗p
∗F )|x∨ .
Soit x ∈ P2, on suppose que la droite correspondante x∨ est une droite de saut de q∗p
∗F .
On a alors la de´composition q∗p
∗F|x∨ = Ox∨(−a) ⊕ Ox∨(−b) avec a + b = 2n − ǫ et
a < [2n−ǫ2 ]. Comme qx∗p
∗
xF = (q∗p
∗F )|x∨, cette de´composition fournit une section non
nulle h0(p∗xF ⊗ q
∗
xOx∨(a)) 6= 0 ce qui e´quivaut a` h
0(F ⊗max(a)) 6= 0.
Re´ciproquement, soit s ∈ H0(F ⊗ max(a)) une section non nulle et a < [
2n−ǫ
2 ]. Elle induit
une suite exacte
0→ OP2 −→ F (a) −→ JΓ(2a)→ 0
ou` Γ est un she´ma de longueur finie ve´rifiant JΓ ⊂ m
a
x.
La section p∗xOP2 −→ p
∗
xF (a) s’annule en codimension 1 le long de a-fois le diviseur
exceptionnel p−1(x). Apre`s simplification on obtient une section q∗xOx∨(−a) −→ p
∗
xF ce
qui prouve que Ox∨(−a) →֒ q∗p
∗F|x∨. 
3 Fibre´s logarithmiques du plan
Soit Z un groupe de points de longueur 2n+1−ǫ en position line´aire ge´ne´rale de P2. C’est
une conse´quence du the´ore`me 7.2 de [2] que le fibre´ logarithmique E(Z) sur P2∨ associe´ a`
Z est de´fini et entie`rement de´termine´ par les donne´es (a1) et (a2) :
a1) E(Z) est un fibre´ de Steiner appartennant a` MP2∨(0, n(n − 1)) si ǫ = 0,
appartennant a` MP2∨(−1, (n − 1)
2) si ǫ = 1.
a2) Pour x ∈ Z on a E(Z)|x∨ = Ox∨ ⊕Ox∨(2n− ǫ)
The´ore`me 3.1. a) E(Z)∨(−1) = q∗p
∗JZ(1)
b) Lorsque ǫ = 0, S(E(Z)) = {x ∈ P2, h0(JZ ⊗m
n−1
x (n)) 6= 0}.
c) Lorsque ǫ = 1, S(E(Z)) est supporte´ par le lieu ge´ome´trique
Z ∪ {x ∈ P2, h0(JZ ⊗m
n−2
x (n− 1)) 6= 0}
et si Z est ge´ne´ral parmi les groupes de points du plan de longueur 2n alors
S(E(Z)) = Zn−1 ⊔ {x ∈ P2, h0(JZ ⊗m
n−2
x (n− 1)) 6= 0}
ou` Zn−1 de´signe le (n− 2)-ie`me voisinage infinite´simal de Z et ⊔ l’union disjointe.
Remarque 1. La courbe {x ∈ P2, h0(JZ ⊗m
n−1
x (n)) 6= 0} est note´e C(Z) par Dolgachev
et Kapranov et est appele´e complexe mono¨ıdal associe´ a` Z. Le point b) de ce the´ore`me est
de´ja` prouve´, avec une plus grande ge´ne´ralite´, par ces deux auteurs (thm 5.2, [2]).
Remarque 2. Lorsque Z est en position ge´ne´rale un simple calcul de dimension du
syste`me line´aire permet de ve´rifier que S(E(Z)) est fini lorsque ǫ = 1 (c’est pourquoi il
n’est plus ne´ce´ssaire de prendre la cloˆture de Zariski de l’ensemble).
Remarque 3. Par contre lorsque ǫ = 0, l’irre´ductibilite´ de la courbe mono¨ıdale associe´ a`
Z, meˆme lorsque Z est en position ge´ne´rale n’est pas e´tablie (sauf pour n ≤ 3).
Preuve du the´ore`me 3.1. On conside`re une extension ge´ne´rale
0→ OP2 −→ F (1) −→ JZ(2)→ 0
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Comme Z est en position line´aire ge´ne´rale il n’existe pas de trise´cante a` Z, ce qui e´quivaut
au fait qu’il n’existe pas de droite l telle que h0Fl(−2) 6= 0. On en de´duit alors que le fibre´
q∗p
∗F = q∗p
∗JZ(1) est un fibre´ de Steiner avec les bonnes classes de Chern. Si x ∈ Z il
existe une section non nulle s ∈ H0(F ⊗ mx(1)), ce qui implique (comme dans la preuve
de la proposition pre´ce´dente) q∗p
∗F|x∨ = Ox∨(−1)⊕Ox∨(2n+ 1− ǫ), ce qui prouve a).
Maintenant si x /∈ Z on a, pour tout entier a, une suite exacte
0→ max(a− 1) −→ F ⊗m
a
x(a) −→ JZ ⊗m
a
x(a+ 1)→ 0
De plusH0F⊗mn−1x (n−1) = H
0JZ⊗m
n−1
x (n) etH
0F⊗mn−2x (n−2) = H
0JZ⊗m
n−2
x (n−1).
Compte tenu de la proposition 2.1 ceci prouve b) et c).
Pour prouver le point d), nous calculons maintenant la longueur du sous-sche´ma de saut
supporte´ par le diviseur Z.
Lemme 3.2. Soit l une droite de saut d’un fibre´ E ∈MP2(−1, n). Si h
0(El(−k)) = 1 avec
k > 0 alors S(E) contient le (k − 1)-ie`me voisinage infinite´simal du point l ∈ P2∨.
Preuve du lemme 3.2. L’hypothe`se fournit un homomorphisme surjectif de faisceaux
E −→ Ol(−k − 1)
Notons F (−1) ∈ MP2(−2, n − k) le fibre´ noyau de cet homorphisme. En appliquant le
foncteur q∗p
∗ on trouve
R1q∗p
∗F (−1) −→ R1q∗p
∗E −→ R1q∗p
∗Ol(−k − 1)→ 0
Tout d’abord, on rappelle que R1q∗p
∗Ol(−k − 1) = OP2∨/m
k
l (il suffit, pour le prouver de
prendre dans P2 une re´solution de Ol(−k−1) et d’utiliser R
1q∗p
∗OP2(−m) = S
m−2(Ω(1))).
La surjection
R1q∗p
∗E −→ OP2∨/m
k
l → 0
implique alors (voir [3] prop. B2 et B3 par exemple) que S(E) contient le (k − 1)-ie`me
voisinage infinite´simal du point l ∈ P2∨. Enfin, si l /∈ supp(R1q∗p
∗F (−1)) i.e. si l n’est pas
une droite de saut de F alors le sous-sche´ma de S(E) supporte´ par l est exactement le
(k − 1)-ie`me voisinage infinite´simal de l et il est de longueur
(
k+1
2
)
. 
Revenons au cas des fibre´s logarithmiques. Supposons donne´ Z = {l1, · · · , l2n} notre
groupe de points en position ge´ne´rale. On a une suite exacte canonique (par [2] prop.
2.9)
0 −−−−→ E({l1, · · · , l2n−1}) −−−−→ E({l1, · · · , l2n}) −−−−→ Ol2n −−−−→ 0
Comme la premie`re classe de Chern de E({l1, · · · , l2n−1}) est paire son sche´ma de droites
de saut est une courbe. Si l’on choisit l2n hors du support de cette courbe, le sous-
sche´ma de S(E({l1, · · · , l2n})) supporte´ par l2n est exactement le (n − 2)-ie`me voisinage
infinite´simal de l2n. On en de´duit que le sous-sche´ma supporte´ par Z est exactement
Zn−1. De plus comme la la longueur du sche´ma de droites de saut de E(Z) est e´gale a`((n−1)2
2
)
et la longueur du sous-sche´ma supporte´ par Z est 2n.
(
n−1
2
)
, le sche´ma restant
est de longueur n(n−1)(n−2)(n−3)2 . Ce nombre est justement le degre´ de la sous varie´te´
Xn−1,n−2 ⊂ P(H
0(OP2(n− 1))
∗) des courbes de degre´ (n− 1) posse`dant un point singulier
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d’ordre (n − 2) (ce que nous expliquerons plus en de´tail dans le paragraphe qui suivra
l’exemple prototypique ci-dessous). Ceci prouve que la re´union est disjointe. 
La proposition suivante explicite les liens entre les droites de saut de E(Z) ou` Z est un
groupe de points de longueur 2n en position line´aire ge´ne´rale et celles de E(Z ∪ {x}) ou`
Z ∪ {x} est en position line´aire ge´ne´rale.
Proposition 3.3. Soient Z un groupe de points de longueur 2n en position line´aire
ge´ne´rale et UZ ⊂ P
2 l’ouvert des points x tels que Z∪{x} soit en position line´aire ge´ne´rale.
On a alors,
S(E(Z)) ⊂
⋂
x∈UZ
S(E(Z ∪ {x}))
et surtout, lorsque Z est ge´ne´ral parmi les groupes de points du plan de longueur 2n, leurs
supports co¨ıncident.
Remarque : L’hypothe`se supple´mentaire sur Z concernant l’e´galite´ des supports n’est
pas ne´ce´ssaire a` mon avis mais, sans elle, je n’ai pas de preuve valable.
Preuve de la proposition 3.3. Soit x ∈ UZ , on conside`re l’extension (d’apre`s a) du
the´ore`me 3.1 par exemple ou bien [2] prop 2.9)
0 −−−−→ E(Z) −−−−→ E(Z ∪ {x}) −−−−→ Ox∨ −−−−→ 0
Toute droite de saut l de E(Z) est aussi une droite de saut de E(Z ∪ {x}). En effet
conside´rons la restriction de le suite exacte ci-dessus a` la droite l on obtient
0 −−−−→ Ol(n+ 1)⊕Ol(n− 2) −−−−→ E(Z ∪ {x})⊗Ol −−−−→ Ox∨∩l −−−−→ 0
L’injectivite´ de la premie`re fle`che implique que E(Z ∪ {x})⊗Ol 6= Ol(n)⊕Ol(n) i.e que l
est une droite de saut pour E(Z ∪ {x}), d’ou`
S(E(Z)) ⊂
⋂
x∈UZ
S(E(Z ∪ {x}))
L’e´galite´ des supports sera prouve´e dans la proposition 4.2 du paragraphe qui suit. 
Exemple. Soit Z = {l1, · · · , l8}. Le fibre´ logarithmique E(Z) apre`s normalisation a pour
classes de Chern c1 = −1 et c2 = 9. Les droites de saut li sont des bisauteuses et appa-
raissent avec une multiplicite´ e´gale a` 3 (voir lemme 3.2), i.e la longueur du sous-sche´ma
des droites de saut supporte´ par Z est 24. La longueur du sche´ma des droites de saut de
E(Z) est 36. Par ailleurs ce fibre´ e´tant de´termine´ par la donne´e des huit bisauteuses de
Z les douze droites manquantes sont de´termine´es uniquement par la donne´e de Z. Con-
side´rons le pinceau de cubiques passant par Z. Le lieu des points singuliers des cubiques
du pinceau sont les droites de saut de E(Z) distinctes de Z. Dans le P9 des cubiques du
plan l’hypersurface des cubiques singulie`res, donne´ par le discriminant, est de degre´ 12.
Notre pinceau de cubiques rencontre cette hypersurface en douze points.
Il est difficile de parler de cubiques passant par huit points sans dire un mot du neuvie`me.
Remarque 3.4. Le pinceau de cubiques associe´ aux huit points en position ge´ne´rale de
Z = {l1, · · · , l8} de´finit un neuvie`me point l9. La droite correspondante n’est pas une droite
de saut de E(Z).
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En effet, si une cubique du pinceau admet ce neuvie`me point comme point singulier elle
intersecte la cubique ge´ne´rale du pinceau en degre´ ≥ 10. Par conse´quent la cubique ge´ne´rale
est de´compose´e ce qui contredit l’hypothe`se de position ge´ne´rale.
Les cas limites sont les suivants : soit C une conique lisse. Si Z ∈ C alors E(Z) est un
fibre´ de Schwarzenberger et son sche´ma de droites de saut est le diviseur S(E(Z)) = 3C
(voir [4], prop 2.1). Si Z \ {l8} ∈ C, alors S(E(Z)) est supporte´ par C ∪ {l8}.
4 Surfaces rationnelles, dualite´ et droites de saut
A partir d’un groupe de points plan de longueur 2n, on retrouve par des proce´de´s clas-
siques (e´clatement, projections, varie´te´s tangentes...) les courbes mono¨ıdales associe´es (en
ajoutant un point) ainsi que le groupe de points supple´mentaire. Avant de de´tailler cette
construction j’en donne ci-dessous la trame.
4.1 Squelette de la construction
Soit Z0 un groupe de points plan en position ge´ne´rale de longueur 2n. Les courbes de degre´
n avec un point singulier d’ordre (n − 1) passant par Z0 forment, dans l’espace projectif
des courbes de degre´ n passant par Z0, une surface que nous noterons S1. Une section
hyperplane de cette surface par un hyperplan (n−1)-tangent en un point x est une courbe
birationnelle a` la courbe mono¨ıdale C(Z0 ∪ {x}).
Comme les courbes Ci de degre´ (n− 1) avec un point singulier xi d’ordre (n− 2) passant
par Z0 sont en nombre fini, e´gal a` N , la surface S1 contient N droites qui se contractent
en un groupe de points Γ = {x1, · · · , xN} sur P
2. En effet, e´tant donne´ une courbe Ci de
degre´ (n − 1) passant par Z0 qui est (n − 2)-singulie`re en un point xi, le P
1 de courbes
de degre´ n obtenues en prenant la re´union de Ci et d’une droite passant par xi est bien
contenu dans S1. Il en re´sulte que toutes les courbes mono¨ıdales de la forme C(Z0 ∪ {x})
ont Γ pour lieu base. On obtient alors S(E(Z0)) = Z
n−1
0 ∪ Γ.
4.2 De´tails de la construction
Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 3. On note P2 = PV et H0(OP2(1)) = V .
Conside´rons l’application canonique de de´rivation (application duale de la multiplication)
∂n−2 : S
nV → Sn−2V ⊗ S2V
elle induit l’homomorphisme suivant de fibre´s vectoriels
0 −−−−→ Sn−2V ∗ ⊗OP2(−2)
∂n−2
−−−−→ SnV ∗ ⊗OP2 −−−−→ En−1 −−−−→ 0
ou` la matrice ∂n−2 est forme´e des de´rive´es partielles (n − 2)−ie`mes d’une base de S
nV ∗.
Le fibre´ projectif
P(En−1) ⊂ P
2 × P(SnV ∗)
est de´crit par l’incidence {(x, f); ∂n−2f(x) = 0}. La fibre au dessus d’un point x ∈ P
2
s’identifie a` l’espace projectif P(H0(mn−1x (n))) ou` mx est le faisceau d’ide´aux du point x.
Son image Xn,n−1 dans P(S
nV ∗) par la seconde projection est la varie´te´ des courbes de
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degre´ n de P2 qui s’annulent a` l’ordre n−1 en un point de P2, autrement dit les hyperplans
(n−1)-tangents a` la surface de Veronese vn(PV ) ⊂ PS
nV . Le fibre´ projectif est birationnel
a` son image Xn,n−1. La dimension, e´gale a` 2n + 2, de Xn,n−1 ainsi que son degre´, e´gal a`
(n+1)n(n−1)(n−2)
2 , se de´duisent des rang et classes de Chern du fibre´ En,n−1.
La surface S1
Soit Z0 un groupe de points de P
2 en position ge´ne´rale et de longueur 2n. On con-
side`re la surface S1 = Xn,n−1 ∩ P(H
0(JZ0(n))
∗). C’est une surface rationnelle provenant
de l’e´clatement de P2 le long d’un sche´ma de longueur finie Z1 de´fini par Z0 que nous
explicitons ci-dessous.
La restriction (SnV )∗
res
−−−−→ H0(JZ0(n))
∗ compose´e avec l’homorphisme ∂n−2 induit une
suite exacte
0 −−−−→ Sn−2V ∗ ⊗OP2(−2)
M
−−−−→ H0(JZ0(n))
∗ ⊗OP2 −−−−→ JZ1(n(n− 1)) −−−−→ 0
ou` le sche´ma de longueur finie Z1 est le lieu base du syste`me line´aire de´fini par les mineurs
maximaux de la matrice M . Le support de Z1 est forme´ des points x1 du plan pour
lesquels h0(JZ0 ⊗ m
n−1
x1
(n)) ≥ 2. C’est le cas par exemple lorsque x1 ∈ Z0, ce qui montre
que Z0 ⊂ Z1. La surface S1 est l’image de l’e´clate´ de P
2 le long de Z1 par le morphisme
compose´ :
P(JZ1(n(n − 1))) →֒ PV × P(H
0(JZ0(n))
∗)
pr2
→ P(H0(JZ0(n))
∗)
Les courbes mono¨ıdales
Etant donne´ x ∈ P2 \ Z0, le conoyau de l’application compose´e
Sn−2V ∗ ⊗OP2(−2)→ H
0(JZ0(n))
∗ ⊗OP2 → H
0(JZ0∪{x}(n))
∗ ⊗OP2
est supporte´ par la courbe mono¨ıdale C(Z0 ∪ {x}). Cette courbe est une section de
JZ1(n(n − 1)) birationnelle a` la courbe d’intersection Xn,n−1 ∩ P(H
0(JZ0∪{x}(n))
∗), elle
est donne´e ensemblistement par {y ∈ P2 | h0(JZ0∪{x} ⊗m
n−1
y (n)) 6= 0}.
Le groupe de point e´clate´
On voudrait maintenant donner une description plus pre´cise du groupe de points Z1.
Compte tenu de ce que nous avons vu ci-dessus, aux points de Z1 il apparaˆıt au moins un
P
1 de courbes de degre´ n qui sont (n− 1)-singulie`res. On veut montrer que cette situation
(pour Z0 en position ge´ne´rale) est entie`rement de´crite par l’union d’une courbe de degre´
(n−1) ayant un point singulier d’ordre (n−2) et d’une droite passant par ce point singulier.
Lemme 4.1. Soit x ∈ P2 \ Z0 un point tel que h
0(JZ0 ⊗m
n−1
x (n)) ≥ 2. Alors une section
ge´ne´rale de H0(JZ0⊗m
n−1
x (n)) est la re´union d’une courbe de degre´ (n−1) qui est (n−2)
singulie`re en x et d’une droite passant par x.
Preuve du lemme 4.1. Un pinceau de courbes singulie`res posse`de une composante
commune. Conside´rons deux courbes du pinceau. Si elles n’ont pas de composante com-
mune elles se coupent le long d’un sche´ma de longueur n2 qui contient un sous-sche´ma
de longueur au moins (n − 1)2 au point base singulier. Ceci implique qu’en dehors du
point singulier elles doivent se couper au plus le long de 2n − 1 points, ce qui contredit
l’hypothe`se. Montrons que cette composante est une courbe de Xn−1,n−2 singulie`re en x.
7
Comme Z0 est en position ge´ne´rale le lieu {x ∈ P
2, h0(JZ0 ⊗ m
n−3
x (n − 2)) 6= 0} est
vide et le lieu {x ∈ P2, h0(JZ0 ⊗ m
n−2
x (n − 1)) 6= 0} est un sche´ma de longueur finie.
Par conse´quent une courbe de S1 (c’est a` dire une courbe de P
2 correspondante a` un
point de S1) qui n’est pas irre´ductible est obligatoirement de la forme C × L avec C ∈
Xn−1,n−2 ∩ P(H
0(JZ0(n− 1))
∗) et L une droite passant par x. 
Comme Xn−1,n−2∩P(H
0(JZ0(n−1))
∗) est un groupe de points de longeurN = degXn−1,n−2
(les courbes Ci qui sont (n − 2)-singulie`res aux points xi) la surface S1 = Xn,n−1 ∩
P(H0(JZ0(n))
∗) contient alors deg(Xn−1,n−2) droites. Ces droites sont contracte´es sur P
2
(le meˆme point singulier pour toute la droite). On note Γ = {x1, · · · , xN} le groupe de
points image dans P2. 
Proposition 4.2. Le support de
⋂
x∈UZ0
C(Z0∪{x}), Z1 et de S(E(Z0)) est Z0 ∪Γ. Plus
pre´cise´ment, Z1 = Z˜0 ∪ Γ et S(E(Z0)) = Z
n−1
0 ∪ Γ ou` Z˜0 est supporte´ par Z0 et est
localement intersection comple`te (n− 1)× (n− 1).
Preuve de la proposition 4.2. D’apre`s le lemme pre´ce´dent Z1 est ensemblistement
la re´union de Z0 et de Γ. Par ailleurs lorsque Z0 est en position ge´ne´rale les courbes
mono¨ıdales C(Z0 ∪ {x}) engendrent l’espace P(H
0JZ1(n(n − 1))). Autrement dit Z1 =⋂
x∈UZ0
C(Z0 ∪ {x}). On en de´duit que S(E(Z0)) ⊂ Z1 ou encore que Z1 contient le
(n−2)-ie`me voisinage infinite´simal de Z0. Comme Z1 est localement intersection comple`te
(c’est le lieu d’annulation d’une section d’un fibre´ vectoriel de rang deux !) et comme
l(OZ1) = (n− 1)
2l(OZ0) + deg(Xn−1,n−2) on en de´duit le re´sultat. 
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